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Aufgabe 1 (Koordinatendarstellung verketteter linearer Abbildungen) Zeigen Sie, dass fiir alle V, W, U
Vektorraume mit Basen A, B bzw. C, und alle linearen Abbildungen f: W — U,g:V — W:

M\ (fog) = ME(f) - ME(g).

Losung 1

Die Matrizen Mg (f) und M#'(g) beschreiben jeweils Abbildungen
Mg (g) : K™ — K", v ME(g) -,
ME(f): K™ — K™, v ME(f) v

und es gilt nach Definition:

ME(f)=¢ztofoos
Mg (g) = 5 0o goda

= ME(f) - Mg(9) =¢z' o fodpody ogopa
= ¢zlofogoda
= M (fog).

Aufgabe 2 (Basiswechsel)
Sei f € Hom(V,W) mit V =W = R? gegeben durch

f T _[x1+ 3T9
o)) \3zi+a2)’
. 1 0 . . . 9 . ol , 1 , 1
Sei B=<b; = 0 ,by = 1 die kanonische Basis von R* und sei B’ = (V| = 1 0 = 1

eine weitere Basis.
Bestimmen Sie:

i) die Matrix M5 (idy) der Koordinatentransformation, die zum Basiswechsel B — B’ gehort, sowie
B
die Matrix M g/(idv) der Koordinatentransformation, die zum Basiswechsel B’ — B gehort.

(ii) die Koordinatendarstellung von f beziiglich
a) der Basen B von V und B von W;
b) der Basen B’ von V und B’ von W;
c) der Basen B’ von V und B von W.



Losung 2

(i) Es gilt 5" (b)) = b, ' (bh) = bh, ! (b)) = by und ¢ (by) = be. Die Matrix ME (idy) hat die
Figenschaft, dass

ME (idy)by = b, und
ME (idy )by = b,

also ist
‘. 1 1
Mg ) =0 - (1 ).

Der Basiswechsel von B nach B’ wird von ihrer Inverse beschrieben:

-1
ME (idy) = (ME (idy))~ :G _11> Blatt 8 ;G _11>

(ii) Fir zwei Basen A, B von R™ und v € V gilt

05" (f(v) = ME ()¢5 (v)
mit qﬁ;tl (v) die Koordinatendarstellung des Vektors v beziiglich der Basis \A.

a) Fiir B die kanonische Basis von R? ist nach Definition ¢g(b1) = b1, ¢p(be) = ba. ME(f) ist
also einfach die darstellende Matrix von f:

ME(f) = (;, ‘I’)

da diese ist genau die Matrix, die erfiillt

e () -1(()) -
i () -1(0)) -

b) Fiir die Basiswechsel es folgt aus Aufgabe 1:

ME (f) = ME
= Mg

—

idy o f oidy)
idy) - ME(f) - ME (idy)

)R
3-@ )

—

S 0o

/—\/—\/\/\
—_ =

1.
2

_ 1
2

_ 1.
2
4 0
0

c) Wieder nach Aufgabe 1):

ME (f) = ME (f oidy)



Aufgabe 3 (Dimensionsformel fiir Untervektorraume)
Sei V' ein K-Vektorraum mit dim V' < oco. Seien Uy, Us Untervektorraume von V. Dann ist die Summe
U + Uy definiert als

U+ Uy = {’U,l + uz\ul e U, us € UQ}

Zeigen Sie, dass gilt:
(i) Uy + Uy ist Untervektorraum von V
*(ii) dim(U; + Uz) = dim U + dim Uy — dim(U; N Us)

Hinweis: Erginzen Sie eine Basis von Uy N Uy zu einer Basis von Uy + Us.

Losung 3

(i) Seien v,w € Uy + Uz, A € K. Nach Definition von Uy + Uz gibt es v1 € Uy, ve € U mit v = v1 4 vg,
und wy € Uy, ws € Uy mit w = wy + wa. Also

V4w =1v1 + v+ w + ws
= (v1 +w1) + (v2 +wz) € Uy + Uy und
el €Uz
Av = vy + v2)
= (Av1) + (A\vg) € Uy + Us

N~ Y~
clUx €Uz

(ii) Seien n = dim(U;),m = dim(Uz2) und k = dim(U; N Usz). Sei A = {wy, ... wy} eine Basis von
Uy N Us; wir haben in der Vorlesung schon gezeigt, dass U; N Us ein Untervektorraum von V' ist
(Satz 4.3.1).

Wir erganzen A zu einer Basis By von Uy; dafiir benotigen wir n — k weitere Vektoren in Uj \ Us:
Bl — {wl, e WEy, Uy .- un_k}.

Analog ergénzen wir A zu einer Basis By von Us:
By = {w1,...wg,ul,. .. ul,_p}

Wir behaupten, dass
Bi={wy,...wg, U1, Uy, Uy, U, g}

eine Basis von Uy 4 Us ist.

— B erzeugt Uy + Us: Sei v € Uy 4+ Us,v = v + vg mit v1 € Uyp,va € Us. v1 lésst sich
als Linearkombination von Vektoren in 37 C B schreiben, v als Linearkombination von
Vektoren in By C B schreiben. Die Summe dieser beiden Linearkombinationen ist eine
Linearkombination fiir v.



— B ist linear unabhéingig: Sei

AWy + .+ ApWE F iU F e Uk + ,u'lull + ...+ ,um_ku;n,k =0 (*)

= =—
eine Linearkombination des Nullvektors. Dann sind

vi=ANwy ..+ Agwg + paur 4 ek € Up und (1)
—v = phul + o g,y € Us (2)

die eindeutige Linearkombinationen fiir v und —v in By bzw. By. Da —v € Us, muss auch
(1) - (—v) = v € Uy liegen. Also ist v € Uy N Usy. Dies bedeutet aber, dass v sich als
Linearkombination von Vektoren schreiben lasst, die ausschliellich in A liegen, also

v=MNwi + ...+ Nwg
=Mwy + .. F Apwg + U1+ ek Uk

B ist eine Basis von Uy, also ist die eindeutige Linearkombination fir v

:>)\;:/\¢ Vi <k und
w =0 Vi<n—k.

Dann ist aber

-V = —(/\171)1 + ...+ )\kwk)
= (—/\1)w1 + ...+ (—)\k)wk

= pyuy + o fn kU
und somit
AMwy + .+ ANwg + piu o g, =0

Da B; ein Basis ist folgt, dass \; =0 Vi < kund u;, =0 Vi <m — k.

Aufgabe 4 (Orthogonalmatrizen)

Sei n € N gegeben. Wir betrachten die Gruppe der orthogonalen Matrizen:
O(n):={MecR™: M -M"=M" M=E,}
(i) Zeigen Sie, dass (O(n),-) tatsichlich eine Gruppe ist.

(ii) Wir definieren fir zwei Vektoren v = (vy,...,v,),w = (w1, ...,wy) in R™ ihr (standard) Skalar-
produkt

n
(v,w) = Zviwi =T,
i=1

wobei fiir die letzte Gleichheit die Vektoren als Matrizen in R™*! interpretiert werden. Zeigen
Sie, dass die orthogonalen Matrizen das Skalarprodukt invariant lassen, d.h.

Vo,weR" und VM € O(n) : (v,w) = (Mv, Mw)

(iii) Sei A= (v1 ... wy) € R™" eine Matrix, sodass fiir je zwei ihrer Spaltenvektoren v;, v; gilt:
(U,’,Uj) = 51]

Zeigen Sie, dass A € O(n).



Losung 4

(i) Wir zeigen, dass O(n) eine Untergruppe der Gruppe der invertierbaren Matrizen GL(n,R) ist,
und somit selbst eine Gruppe beziiglich Matrixmultiplikation: Seien A, B € O(n). Dann

(AB)(AB)T = (AB)(BTAT) (Satz 4.4.3)
= A(BBT)AT  (Assoziativitit von Matrixmultiplikation)
= AAT = E, (A,BeO(n))

und

ATHAHT = AT(ATYT  (da A € O(n))
=ATA=E,.

Also lésst sich Matrixmultiplikation auf O(n) einschranken. Somit sind die Axiome einer Gruppe
alle erfillt: Assoziativitdt ist gegeben, da Matrixmultiplikation assoziativ ist, Existenz von
Inversen in O(n) haben wir direkt nachgewiesen, und Existenz des neutralen Elements E,, € O(n)
ist klar.

(ii) Seien v,w € R™, M € O(n). Dann:
(Mv, Mw) = (Mv)T (Mw) = oI MT Mw = vTw = (v, w).

Bemerkung: Dies ist eine dquivalente Charakterisierung orthogonaler Matrizen — die obige
Gleichung kann fiir eine Matriz M € GL(n,R) nur stimmen, wenn MTM = E,,

(iii) Wir zeigen, dass AT A = E,, = (6;;). Nach Definition von A ist der Eintrag 4;; = (v;);. Also:

(ATA)i; = > (AT)iAr;

=
-
3

I
M=

ApiAg;

i
I

I
M=

(vi)k (V) k

I
—

= Ui,?)j> = (5”
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